Exercices oral Mines Ponts 2021

Exercice 1

Soit E le R-ev C°([0, 1], R), et soit v tel que Vf € E,Vx € [0,1],v(f)(z) = / I
0

On munit E du produit scalaire :

() : (u,v) »—)/Oluv
1)

Montrer que v est bien un endomorphisme de E puis, montrer qu’il existe un
endomorphisme de E, ¥ tel que Vf, g € E, (v(f),g) = (f,9(g)).

e Pour f € E, v(f) est, par le théoreme fondamental de I’analyse une
fonction de classe C!, & valeurs réelles, donc a fortiori v(f) € E. Ainsi,
v(E) C E.

e Soit f,g € E. Par une intégration par parties, & v(f) de classe C! :

wa = [ o(f)g = / 1 ([ 7)atwraa
([ fo] e [
= [ (f o[ o)
- / J(@)3(g)(@)dz

Avecv: E — E,g(x l—>fg

2)

Donner les vecteurs propres et valeurs propres de ’endomorphisme v o 9.

Analyse

(vo0)(f) = Af entraine, par dérivation : 0(f) = Af’.
Puis & nouveau par dérivation : —f = Af" : (E).
D’ou on tire par f # 0, A # 0.

De plus, par 1), avec f = 0(g):



Puis par linéarité du produit scalaire a gauche :

(v(v(9)),9) = (\g,9) = A (g,9),

d’ou A > 0.
Enfin, par une résolution de (F) :

o1 17) 1)

On pose f précédente. (vod)(f) = Af donc Af € Im v. Ainsi, f est une fonction
qui s’annule en 0, donc A =0
Puis f' € Im 9, donc f’ s’annule en 1.

1
Donc \EB cos <\/§) =0, d’ol1 cos (%) = 0 soit \/: S g 4+ 7N.

Finalement,

Synthese

Ak =

4
= m, k € N est valeur propre de v o v

L’espace propre associé est Vect (a: — sin ( % kx)), qui est une droite vecto-
rielle.

Exercice 2

Donner un équivalent de la suite de terme général :

oo
/ e * dx
1

1 1
< —, intégrable sur [1,+oo[, ce qui justifie la
e

Premiérement, Vz > 1,|—
e

définition de (uy,),,.

t
—dx :
i

Puis par un changement de variable : ¢t = 2™, dt = nz" " 'dz = n

“+o0 —tn “+o00
1 t 1 1
Up = / —¢ \[dt = f/ e ttnlde
1 1

n t n

1 . .
Or, t —e~*tn~! § et~ fonction continue par morceaux sur [1,+o0]

Puis, Yn > 1,Vt € [1,+0o0], e*ttvlffll = ¢ 'tn1 < et fonction continue par
morceaux, intégrable sur [1, +00]
Par convergence dominée,



